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Abstract. This paper discusses the sum of fundamental solutions of 2-D diffusion equation (for 
constant diffusion rate). Although a linear diffusion equation is considered, the sum of 
fundamental solutions is not automatically a solution. This is because of the presence of a 
singularity at the origin O. In this paper, it will be shown that the sum of fundamental solutions 
is a solution of the primitive of diffusion equation, diffusion equation in an integral form. It is 
also shown that the sum of fundamental solutions represents mass tranfer process caused by a 
source that impulsively releases  some amount of mass. 
 
Keywords: fundamental solution, singularity point, mass transfer. 
                     
                                      
1. PENDAHULUAN. 
Makalah ini dimotivasi oleh per-
masalahan yang muncul pada indutri 
kimia. Jaringan pipa seringkali ditanam di 
dalam tanah di bawah komplek pabrik. 
Cairan kimia dialirkan dari suatu proses 
industri ke proses yang lain melaui pipa-
pipa tersebut. Terdapat kemungkinan pipa 
mengalami kebocoran, dan mengakibatkan 
terjadinya polusi air tanah oleh cairan 
kimia (Gambar 1). Polusi ini dapat diindi-
kasikan oleh konsentrasi zat kimia ter-
sebut, yang berlaku sebagi polutan pada air 
tanah. Konsentrasi ini secara terus-mene-
rus dipantau melalui sumur-sumur penga-
matan tersebut merupakan suatu keharusan 
untuk meminimalkan dampak industri ter-
hadap kerusakan lingkungan. 
 Sangat diharapkan dapat dikem-
bangkannya suatu metode untuk menentu-
kan lokasi kebocoran berdasarkan data 
yang diperoleh dari sumur-sumur penga-
matan. Dalam makalah ini diasumsikan 
bahwa zat kimia menyebar dalam medium 
dua dimensi, dan penyebarannya meme-
nuhi persamaan difusi dengan difusivitas 
konstan. Model ini mempunyai apa yang 
disebut solusi fundamental. Solusi ini 
mempunyai singularitas di titik pusat 
koordinat O(0 , 0) pada saat t = 0 yang 
dapat diabaikan dengan hanya memper-
hatikan t > 0. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Gambar. 1. Pipa dalam tanah 
 
Tanah Kebocoran Pipa 
Pipa 
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 Titik pusat O diinterpretasikan se-
bagai sumber polusi atau pipa yang bocor. 
Jumlahan solusi fundamental persamaan 
difusi ini merupakan alat yang akan digu-
nakan untuk mengembangkan metode yang 
dimaksud tadi. Sumber polusi ini melepas-
kan polutan secara berdenyut [3]. Jumlah-
an ini dapat menyajikan suatu cara untuk 
menelusuri letak sumber polusi dengan 
memformulasikan permasalahannya dalam  
apa yang disebut signaling problem 
(permasalahan signal). 
 Perumusan permasalahan keboco-
ran pipa dalam signaling problem ini 
dimotivasi aplikasi yang telah dilakukan 
pada persamaan KdV dalam [6] untuk ge-
lombang optik dan dalam [1] untuk gelom-
bang air. Signaling problem  telah diguna-
kan pada model yang lebih komplek, yaitu 
persamaan-persamaan dasar untuk gelom-
bang permukaan [9] . Dalam dua makalah 
terakhir, signaling problem digunakan un-
tuk memprediksi profile gelombang (yang 
dituliskan dalam bentuk deret Fourier) pa-
da beberapa titik berdasarkan  signal yang 
diberikan pada pembangkit gelombang. 
 Sebagai langkah awal dalam pe-
ngembangan metode tersebut, makalah ini 
hanya akan membahas beberapa sifat jum-
lahan solusi fundamental, khususnya yang 
berhubungan dengan pertanyaan apakah 
jumlahan ini masih merupakan solusi per-
samaan difusi. Untuk itu dibahas kekon-
tinuan jumlahan solusi fundamental dan 
disajikan pada pokok bahasan 3. Selan-
jutnya pada pokok bahasan 4 dibahas apa-
kah solusi ini memenuhi sifat konservasi 
massa. Pada pokok bahasan 5 disajikan hal 
yang utama dalam makalah ini dengan 
menunjukkan apakah jumlahan ini masih 
dapat merepresentasikan transfer massa de-
ngan segala asumsinya. Hal ini dilakukan 
dengan mencari jawab apakah jumlahan ini 
merupakan solusi persamaan difusi atau 
primitifnya. Makalah ini diakhiri dengan 
kesimpulan dan arah riset mendatang. 
 
2. MATEMATIKA PERAMBATAN 
POLUTAN UNTUK SUMBER BER-
DENYUT 
Pembahasan dibatasi pada medium 
dimensi dua (R2), kedalaman diabaikan. 
Asumsi ini membatasi bahwa polutan ha-
nya menyebar pada permukaan, misalkan 
hanya pada permukaan air tanah tetapi ti-
dak masuk ke dalam air di bawah permu-
kaan. Diasumsikan pula sumber polusi (pi-
pa yang bocor) mengeluarkan polutan se-
cara berdenyut, sebanyak an saat t = tn. Da-
lam [3], perambatan polutan yang de-mi-
kian secara matematis dinyatakan oleh 
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untuk tN < t ≤  tN+1. 
 Lebih jelasnya (2.1) diuraikan se-
bagai berikut. Perhatikan bahwa pada saat  
t = t1 sumber melepaskan polutan seba-
nyak a1. Polutan ini kemudian menyebar 
ke sekelilingnya. Sampai t = t2 yaitu te-
patnya pada interval waktu t1 < t ≤  t2, pe-
nyebaran ini sesuai dengan  
u(x , y, t) = ))(4exp()(4 1
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  .                                           
 (2.2) 
Perhatikan bahwa penyebaran polutan ini 
tidak dipengaruhi oleh adanya massa po-
lutan lain.  Dalam bentuk persamaan (2.2). 
khususnya untuk a1 = 1 dan t1 = 0 sering 
disebut sebagai solusi fundamental per-
samaan difusi pada media dimensi dua. 
Solusi fundamental ini pada media dimensi 
satu dikenal sebagai fungsi distribusi 
normal dengan varian t  dan mempunyai 
bentuk 
u(x , t) = )exp(1
2
t
x
t
−
pi
 .        (2.3) 
 Pada saat t = t2 , sumber polusi 
melepaskan polutan lagi, sebanyak a2. Po-
lutan yang dilepaskan ini kemudian me-
nyebar, sementara polutan yang dilepaskan 
pertama kali juga terus menyebar. Pada 
waktu t2 < t ≤  t3 penyebaran keduanya 
memenuhi  
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Suku pertama ruas kanan (2.4) menyatakan 
penyebaran polutan yang dilepaskan per-
tama kali, sedangkan suku kedua menya-
takan penyebaran polutan yang dilepaskan 
kedua. Bila hal ini berlangsung terus me-
nerus sampai dengan N  kali, model penye-
barannya adalah seperti yang disajikan 
oleh persamaan  (2.1).  
 
3. KEKONTINUAN JUMLAHAN SO-
LUSI FUNDAMENTAL 
 Pembahasan kekontinuan jumlahan 
fundamental tidak mengikutsertakan titik 
pusat O. Hal ini karena di titik ini khu-
susnya pada saat t = tN untuk N = 1, 2, 3, . 
. . bersifat singular yaitu saat sumber 
melepaskan polutan. Perhatikan bahwa se-
tiap suku pada ruas kanan (2.1) mempu-
nyai bentuk 
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 Untuk t ≠ tn serta x dan y tidak 
keduanya nol, jelaslah (3.1) kontinu yang 
mengakibatkan jumlahannya juga kontinu. 
Lebih dari itu, per definisi (2.1) membe-
rikan 
=
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Dengan demikian, yang menjadi perhatian 
utama adalah pada saat t →  tN+. Untuk itu, 
akan disekilidi suku-suku dalam (2.1), 
bagaimana bila x dan y tidak keduanya nol. 
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Perhatikan bahwa ruas kiri pada (3.2) ter-
diri dari dua bagian, yaitu )(
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menuju tak hingga sedangkan 
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ju nol. Membuktikan (3.2) serupa dengan 
membuktikan 
 
∞→
=−
τ
ττ 0)exp(lim  .   (3.3) 
Seperti halnya (3.2) , ruas kiri (3.3) terdiri 
dari dua bagian, dalam hal ini τ  yang me-
nuju tak hingga dan exp(-τ ) yang secara 
eksponensial menuju nol untu τ ∞→ . 
Pertanyaannya adalah mana yang lebih 
kuat dan lebih dominan di antara kedua-
nya. Dominasi ini yang akan menentukan 
limit hasil kalinya.  Bukti formalnya dibe-
rikan sebagai berikut. 
 Misalkan ε  sembarang bilangan 
positif, maka terdapat bilangan M(ε ) de-
ngan M(ε )=
ε
1
. Di sisi lain, bila τ  > 1 
kita mempunyai ketidaksamaan  
 exp(τ )>τ 2  .       (3.4)                                    
Akibatnya untuk semua τ  > M(ε ) berlaku 
)exp( ττ −  = τ  exp(-τ ) < 
τ
1
< ε  .    (3.5)                                   
Ini telah membuktikan (3.3).  
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Ini menunjukkan bahwa untuk t → t1 , 
(2.1) kontinu pada bidang-xy kecuali di O. 
Di sisi lain, singularitas untuk x dan y 
keduanya nol ditunjukkan dengan 
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4. INTEGRAL JUMLAHAN SOLUSI 
FUNDAMENTAL: KONSERVASI 
MASSA 
Pada bagian ini akan ditunjukkan 
bahwa (2.1) memenuhi hukum konservasi 
massa, yaitu bahwa massa begitu dilepas-
kan dari titik O tidak bertambah atau ber-
kurang. Penambahan massa yang menye-
bar semata-mata hanya karena sumber me-
lepaskan massa lagi. Untuk itu akan diseli-
diki suku-suku (2.1) setelah membuang 
koefisien an, yaitu apakah  
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.        (4.1) 
Memenuhi konservasi massa. Secara mate-
matis, perlu ditunjukkan bahwa integral 
(4.1) pada seluruh bidang harus konstan, 
yaitu 
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dengan =c konstan.                                    
Untuk itu harus ditunjukkan bahwa inte-
gral (4.1) tidak bergantung pada waktu. 
 Dengan melakukan transformasi 
 t’ = t – tn , laju  dilanjutkan  dengan  
x = 2x’ 't  dan y = 2y’ 't , kita mempu-
nyai hubungan integral berikut. 
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Lebih dari itu, dengan transformasi dari 
koordinat Kartesius ke koordinat polar, di-
peroleh bahwa x’ = r cos θ , y’ = r sin θ  
dan r2= x’2 + y’2 . Dengan demikian 
∫ ∫
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Catatan: 
• Transformasi t’ = t – tn berarti 
mengubah awal perhitungan waktu. 
Pada penggunaan variabel t, sumber 
melepaskan massa pada saat t = tn. 
Sedangkan pada variabel t’ , sumber 
dianggap melepaskan massa pada 
saat t’ = 0. 
• Integral (4.4) memberikan bahwa 
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5. JUMLAHAN SOLUSI FUNDAMEN-
TAL DAN PERSAMAAN DIFUSI 
 Pada bagian ini dibahas mengenai 
turunan jumlahan solusi fundamental (2.1) 
terhadap t, x dan y. Lebih tepatnya akan 
dicari 
t
u
∂
∂
 , 2
2
x
u
∂
∂
  dan 2
2
y
u
∂
∂
. Selanjutnya a-
kan diselidiki apakah (2.1) merupakan so-
lusi atas persamaan difusi 
t
u
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Atau persamaan primitifnya 
∫ t
u
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∂
 - ( 2
2
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∂
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u
∂
∂ ) dxdy = 0.  (5.2) 
Hal ini penting karena solusi (5.1) dan 
(5.2) merupakan jaminan bagi (2.1) untuk 
menjadi model perambatan massa polutan 
berdasarkan asumsi pada bagian 2. Perlu 
dicatat bahwa meskipun solusi funda-
mental merupakan solusi persamaan (5.1), 
tetapi ini bukan merupakan jaminan bagi 
jumlahannya. Hal ini terutama disebabkan 
oleh singularitasnya di titik O. 
 
Catatan: 
Persamaan difusi (5.1) dipeoleh dari 
persamaan yang lebih primitif (5.2) 
dengan asumsi bahwa integran persamaan 
(5.2) kontinu untuk semua x, y  dan t yang 
diperhatikan, dalam makalah ini (x, y)∈R2 
dan t > 0. Detil penurunan persamaan 
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difusi dapat dilihat pada beberapa buku 
teks standar [7]. 
Pertama, perhatikan bahwa untuk t < tn , 
kita mempunyai 
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Turunan pertama u terhadap t untuk tN < t 
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Di sisi lain, untuk t < tn, turunan pertama 
dan kedua masing-masing suku ruas kanan 
(2.1) terhadap x diberikan oleh 
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Secara sama kita mempunyai 
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Dengan demikian turunan kedua u terha-
dap x dan y adalah 
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Perhatikan bahwa untuk tN < t < tN+1, u 
memenuhi persamaan difusi  
t
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 .                           (5.10) 
Pertanyaan utama pada makalah ini adalah 
apakah persamaan (5.4), (5.8) dan (5.9) 
memenuhi (5.10) untuk t = tn dengan n 
bilangan asli. Dengan mudah jawabnya 
adalah ya, kecuali di titik O karena di titik 
O, persamaan (5.4), (5.8) dan (5.9) tidak 
terdefenisi untuk t = tn dengan n bilangan 
asli. Kalau demikian, apakah (2.1) masih 
dapat digunakan sebagai model penyeba-
ran polutan karena tidak memenuhi persa-
maan (5.10). 
 Kalau kita kembali pada penurunan 
persamaan difusi, (5.10) diperoleh dari 
asumsi bahwa persamaan (5.4), (5.8) dan 
(5.9) kontinu. Sebelum asumsi ini diterap-
kan, kita mempunyai persamaan yang lebih 
primitif yaitu 
∫ t
u
∂
∂
 - ( 2
2
x
u
∂
∂
 + 2
2
y
u
∂
∂ ) dxdy = 0.     (5.11) 
Singularitas ruas kiri (5.10) hanya pada 
titik O, karenanya (5.11) dipenuhi oleh u. 
 
6. KESIMPULAN DAN RENCANA 
RISET MENDATANG 
 Pada makalah ini telah ditunjukkan 
sifat-sifat jumlahan solusi fundamental 
persamaan difusi dan interpretasinya dalam 
memodelkan difusi massa pada R2 . Telah 
ditunjukkan bahwa jumlahan solusi terse-
but kontinu pada bidang R2, kecuali singu-
lar di pusat sumbu koordinat. Singularitas 
ini menjadi kendala sehingga jumlahan so-
lusi tersebut bukan solusi persamaan difu-
si. Namun demikian, singularitas yang ha-
nya terjadi pada satu titik ini, masih men-
jamin bahwa jumlahan solusi tersebut me-
rupakan solusi persamaan difusi yang lebih 
primitif. Persamaan yang terakhir ini meru-
pakan model transfer massa dengan asumsi 
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yang lebih lemah dengan memungkinkan 
singularitas pada berhingga titik. 
 Rencana riset mendatang akan di-
arahkan kepada tujuan utama untuk me-
ngembangkan metode untuk mencari titik 
singular (yang merepresentasikan sumber 
polusi), berdasarkan diketahuinya data 
yang berupa fungsi waktu di beberapa titik. 
Metode ini akan memanfaatkan jumlahan 
solusi tersebut dalam menyelesaikan apa 
yang disebut signaling problem. Untuk ta-
hap awal, secara bersamaan sedang ditulis 
makalah hasil riset tentang perbandingan 
penjalaran polutan dari sumber berdenyut 
ini dengan sumber kontinu [2] 
 Selain itu riset mendatang juga 
akan memperhatikan hal-hal lain apabila 
difusivitas medium tidak konstan. Untuk 
hal ini paling sederhana dapat mengikuti 
yang telah dilakukan oleh [4] untuk memo-
delkan proses pengeringan kayu. Untuk 
yang lebih komplek akan mengikuti model 
yang digunakan pada [5]. 
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